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Objetivos tema:

e Variable aleatoria discreta y continua. Funcion
de probabilidad, densidad de probabilidad y
distribucion de probabilidad.

* Valor esperado de una variable aleatoria.

* Medidas caracteristicas de una variable
aleatoria. Media y varianza. Variable tipificada.

e Momentos de una distribucion de
probabilidad.

* Funcion generatriz de momentos.
e Distribuciones de probabilidad mas relevantes.
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Variable aleatoria

« Denominamos espacio de probabilidad a la terna (Q, A, p) donde:

— Q) es el espacio muestral que contiene todos los sucesos
elementales

— A es la llamada o-algebra de todos los sucesos posibles
— p es la probabilidad de cada suceso

Una variable aleatoria es una funcién definida sobre el espacio
de probabilidad de forma que:

X: (.Q,c/l,p) — (]RJBrPX)

Donde B es el conjunto de todos los intervalos de Ry Py es
una funcién de R en R que asigna probabilidad a un intervalo

real.
Py(B) = p(X~'(B))
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Variable aleatoria

De modo resumido diremos que una variable aleatoria unidimensional
se construye mediante la asignacion de un numero real a cada suceso

del experimento aleatorio

X: Q0 —o R
Ao X(A)

Decimos que una variable aleatoria es continua, si su imagen esta
formada por uno o varios intervalos de la recta real.

 Decimos que una variable aleatoria es discreta, si suimagen esta

formada por conjunto numerable de la recta real.




Variable aleatoria discreta: funcion de probabilidad

* Para una variable aleatoria discreta, cuyo espacio muestral esta

formado por los sucesos Q = {x{, x5, ..., X;, ... }, designamos como
funcion de probabilidad a aquella funcion que asigna a cada suceso

elemental un nimero en el intervalo [0,1] (*)

p:X(Q) —[0,1] cR
x;p <@ p(x;)

Notaremos p(x;) ala probabilidad de que la variable aleatoria X

cumpla X = x;
p(x;) = p(X = x;)

z p(x;)) =1

xX;€ X(Q)

(*) Por extensidon podremos definir esa funcidon sobre A
Usaremos una notacion laxa identificando la funcion de la
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Variable aleatoria discreta:
funcion de distribucion de probabilidad

* La funcién de distribucion de probabilidad F (x) se define como

F:R—[01]cR
Xo© F(x9) = p(X < xp)

Por lo tanto se cumplen las propiedades:
F(—») = lim F(x)=0 F(+4o) = lirp F(x)=1
X—>—00 X—T00
Para una variable con valores finitos y ordenados

X1 S Xy < S X

F(x1) = p(xy1)
F(x,) = P(9.C1) + p(x3)

SC F(Xn)=;P(xi)=1
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Variable aleatoria discreta

Consideremos el espacio muestral asociado a tirar dos dados:

La variable aleatoria sera la suma de los

puntos de ambos dados:
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Variable aleatoria continua

Consideremos una variable que toma valores en R . Consideremos la
probabilidad p de obtener un valor de la variable aleatoria en el

intervalo [x(, xo+A]

Lirr(l)p(xOSxS Xo+A)=0

Si el comportamiento de la probabilidad es lo bastante suave entorno al
valor x( consideraremos que existe el limite
p(xo <x< x0+A)
]
A—-0 A

= f(%o0)

A esta funcion la denominamos funcidn de densidad de probabilidad de

la variable aleatoria.



vVariapie aledlorlld O1 uUd.
funcion densidad de probabilidad

* La funcidn densidad de probabilidad esta definida como:

[fR—R

[N
X0 f(xo) p(a < x < b) esigual al

- ) area bajo la curva
Con las siguientes propiedades:

f(x) =0 VxeR £(x)

+o00

f(x)dx =1

— 00

b
j f(x)dx=p(a<x<b)
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funcion distribucion de probabilidad

e La funcidn distribucion de probabilidad esta definida como:

F:R—R
xo© F(xq)

Fxo) = px < x9) = f Foodx

iguientes propiedades:
F(—©) = lim F(x) =0
X—>—00

F(+o) = lim F(x) =1

X—+00

F(x;) < F(x,) si x; <x

p(a<x <b)=F(b)—F(a)




distribucion uniforme

k a<x<b Densidad de probabilidad constante entre ¢

=

0 en otro caso

+00

b
1= f(x)dx=jkdx=k(b—a)




Generando numeros aleatorios en python

Distribucion uniforme entreOy 1

import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
x=np.random.uniform(size=1000)
bins=np.arange(0,1,0.01)

plt.hist(x,bins)

plt.title(“uniform distribution histogram”)

plt.show()

uniform distribution histogram
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Distribuciéon uniforme en python

Distribucion uniforme entreayb

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt 1200 umform distrilljut\on in [2|,5]h\stogram
a=2 1000 -
b=5

800 -

x=np.random.uniform(size=100000)
y= a+(b-a)*x "
bins=np.arange(a,b,(b-a)*0.01)
plt.hist(y,bins)

plt.title(“uniform distribution in [2,5] histogram”) at

400 -

200 -

plt.show()
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riroucion continuad

Como ejemplo, consideremos una distribucion de probabilidad definida como:
2 <x<
f(x)={kx 0<x<2

0 enotrocaso

El factor k debe cumplir que:

Por lo tanto:

2 2 23 0
1=] f(x)dx=] kx?dx=k ———]
0 0 3 3
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distribucion exponencial

fx) = 0 x € (—,0) Densidad de probabilidad que decrece
ke P x €[0,+0) exponencialmente desde x = 0; 8 > 0

+ 00 T

1= +oof(x)dx=j ke B*dx =k [——e x]

0

-\ pexp(-5)
1- exp(-Bx)




Distribucion exponencial en python

Distribucion exponencial f = 1/scale

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt
x=np.random.exponential(scale=1, size=100000)
bins=np.arange(0,10,0.1)

plt.hist(x,bins)

plt.title(“exponential distribution beta=1 histogram”)
plt.show()
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Variable aleatoria:
valor esperado o esperanza matematica

Dada una variable aleatoria definimos la esperanza matematica o valor

esperado de la misma como:

Variable discreta  E{X} = }; p(x;) x;

Variable continua E{X} = fj;o f(x) x dx

b
a<x<b 1 a+b
E{X} = J xdx =
otro caso ; b—a 2

1
F) ={ /b ~a)
0
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Variable aleatoria:
valor esperado o esperanza matematica

Igualmente podemos definir el valor esperado para cualquier funcion de

la variable aleatoria H(X)

Variable discreta E{H(X)} = Y;p(x;) H(x;)

Variable continua E{H(X)} = fjozo f(x) H(x) dx

-' -
L)
0:’0,‘\-0 IE{XZ}—41+92+163+254+365+496+645+814+1003+1212+1441—548
'!_‘*’\‘ g - 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

b
1 1 1
f(x)={/(b—a) asxs<b ]E{Xz}zjb xzdng(b2+ab+a2)
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Variable aleatoria:
valor esperado o esperanza matematica

El valor esperado actia como un operador lineal sobre la variable aleatoria.
Supongamos dos funciones de la variable aleatoria H(X) y G(X).

E{a HX) + p G(X)} = a E{H(X)} + BE{G(X)}
Con a,feR

Facil de demostrar a partir de la definicion de valor esperado.
Ejemplo:

E{(x — x0)?} = E{x? — 2 x xq + x0%} = E{x?} — 2 xoE{x} + x,°>

En particular :

E{(x — E{x})?} = E{x?} — (E{x})?
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Medidas de centralizacion

Definimos como media p de una variable aleatoria X a su valor esperado,
esta media se denomina media p de la poblacion obtenida a partir de la

distribucion de probabilidad.

u = E{X}

n= z p(x;) x;

eX(Q)

Variable discreta:

Variable continua:
+ oo

= j x f(x)dx

—CO0
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Medidas de centralizacion

La mediana Me es aquel valor de la recta real tal que la probabilidad de que
la variable aleatoria tome valores inferiores o iguales a él es 0,5.

F(Me) = 0,5 =p(x < Me)

La moda Md es el valor mas probable de la variable aleatroia

p(x) < p(Md) VxeX(Q)

En el caso de la variable continua, si la densidad de probabilidad es analitica

en R
df d"f
dx =0 Tt < 0; npar
X x=Md X x=Md
= H-
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€ dlealoria unirorme

p(yrc|

a<<x<b 0,125

0,100

0,075

en otro caso
0,050

0,025

0,000
0

1 1 [1 2]” 1b?% — a?
2 g

b
,u=]E{X}=j xdx =

b—a b—a 2 b—a




DISTribucion de probabiiidad triangular

fo(x—=(b—a)) b—a<x<bh
flx) = fo(b+a—x) b<x<b+a
0 en otro caso

b+a

b
jfo(x—b+a)dx+j fob+a—x)dx =1
b—a b

b+a

1 1
E{X} = jﬁ(x—b+a)xdx+j ?(b+a—x)xdx=b
b—-a b




Medidas de dispersion

La varianza g de una variable aleatoria X se define como :
0’ = E{(X — E{X})*} = E{(X — w)?}
La desviacion tipica o es la raiz cuadrada positiva de la varianza
0 =02 = JE{(X - p)?}

En el caso de la variable aleatoria discreta

o= ) pe) (- )’

(€EX(Q)

En el caso de la variable aleatoria continua

o2 = j FG) (= w)? dx
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p(yrc
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DISTribucion de probabiiidad triangular

(x—b+a) b—a<x<b
f(x)=; (b+a—x) b<x<b+a
en otro caso

! b 2 d ! b 2 d bz—1 2
ﬁ(x— +a) x* dx + ﬁ( +a—x)x“dx— =za
b—a b




Distribucion de probabilidad exponencial

Flx) = 0 x € (—o0,0] Densidad de probabilidad que decrece
,Be_ﬁx x € (0,+) exponencialmente desdex = 0; § > 0

2 caso podremos calcular el valor esperado de la variable y su

+ 00

E{x} = f xBeBF*dx=1/B
0

+o00 2
E{x?} = J x2 B e P*¥dx = —
0 B

1V 2 1 1
aZ=IE{x2}—u2=IE{x2}—(E) - e




Medidas de centralizacion y dispersion en python

sample uniform dist mean histogram

80

Distribucion uniforme entreOy 1
import numpy as np

import statistics as st

from matplotlib import pyplot as plt
media=[]

varianza=[]

for i in range(1000):

045 0.50 0.55

x=np.random.uniform(size=100)
media.append(st.mean(x))

sample uniform dist variance histogram

varianza.append(st.variance(x)) 1/12=0.08333 |
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Variable aleatoria tipificada o estandarizada

Si tenemos una variable aleatoria X con media u y desviacion tipica o,
podremos definir a partir de ésta una nueva variable aleatoria Y con
media 0 y desviacion tipica 1. Esta nueva variable se denomina variable
tipificada.

X —
Y = a

o

B} = Ef— ) = ~B(X - =~ [EC) — il = 0

_ 12 1
62(Y) = E{(Y — E{Y)?} = E{¥?} = E {[)% } = B - ? =1

Utilizaremos variables tipificadas para tabular los valores de
ciertas distribuciones de probabilidad como la distribucion
normal.

=
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Momentos de |a distribucion de probabilidad

Los momentos de orden j de una distribucion de probabilidad respecto al
punto o valor ¢ de la variable aleatoria son:
M;(c) = E{(X — ¢)'}

En el caso particular de tomar c=0 hablamos de momentos respecto al
origen y cuando c=u hablamos de momentos respecto a la media.

En el caso de la variable aleatoria discreta

M@= ) pe)—c)

(EX(Q)

En el caso de la variable aleatoria continua

M@ = | £ =) dx
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Funcion generatriz de momentos

En algunos casos resulta mas facil analizar las propiedades de una funcidon
de distribucion de probabilidad usando las técnicas del analisis matematico

mediante la funcion generatriz de momentos:

My_o(t) = E{et*~9)}

En el caso de la variable aleatoria discreta

My ()= ) pleet i

IEX(Q)

En el caso de la variable aleatoria continua

+ o0

My (t) = j Fx) et =0 dy
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Funcion generatriz de momentos

Podemos entonces obtener los momentos de la distribucion de
probabilidad a través de las herramientas del analisis:

4" My_.(t)
M, (c) = d)irc

t=0

De esta forma obtenemos alternativamente, por ejemplo,
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_dT My (t)
dt!
t=0
2 d* My _,(t)
dt?

t=0

N.B. Para poder aplicar este método, la funcion generatriz de momentos debe ser continua y diferenciable en t=0



Distribucion exponencial

) 0 xe(—00,0) Podemos obtener la funcién generatriz de
x = . . e
f B eBX e [0, +00) los momentos para esta distribucion

d'My(t) B
dtt (B —1t)?

d*My(t) 2P
dtz (B —-1t)3

d"My(t)  rlp
atr (B —t)rt!




Bibliografia:

Capitulo 3. “Probabilidad y estadistica” George C. Canavos, Ed. Mc Graw-Hill
Capitulo 4. “Fundamentos de estadistica” Daniel Pefia, Alianza Editorial

Capitulo 2. “Tratamiento de datos fisicos” Faustino Gomez, Luis M Varela, USC
Capitulo 3. “Statistical and Computational Methods for Scientists and Engineers”

Siegmund Brandt, Springer

SC

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA




	Tema 2. Teoría de probabilidades.�2/4 
	Número de diapositiva 2
	Variable aleatoria
	Variable aleatoria
	Variable aleatoria discreta: función de probabilidad
	Variable aleatoria discreta: �función de distribución de probabilidad
	Variable aleatoria discreta
	Variable aleatoria continua
	Variable aleatoria continua: �función densidad de probabilidad
	Variable aleatoria continua: �función distribución de probabilidad
	Variable aleatoria continua: �distribución uniforme
	Generando números aleatorios en python 
	Distribución uniforme en python 
	Normalización de una distribución continua
	Variable aleatoria continua: �distribución exponencial
	Distribución exponencial en python 
	Variable aleatoria: �valor esperado o esperanza matemática
	Variable aleatoria: �valor esperado o esperanza matemática
	Variable aleatoria: �valor esperado o esperanza matemática
	Medidas de centralización
	Medidas de centralización
	Variable aleatoria uniforme
	Distribución de probabilidad triangular
	Medidas de dispersión
	Distribución de probabilidad uniforme
	Distribución de probabilidad triangular
	Distribución de probabilidad exponencial
	Medidas de centralización y dispersión en python 
	Variable aleatoria tipificada o estandarizada
	Momentos de la distribución de probabilidad
	Función generatriz de momentos
	Función generatriz de momentos
	Distribución exponencial
	Bibliografía:

